Chapitrel

SUITES ET SERIES — RAPPELS ET COMPLEMENTS

1. Généralités sur les suites

,_[ DEFINITION (VOCABULAIRE DE BASE) ]

« convergence vers un réel :
(Up)pen — P ER<—=Ve>0,AN. eN, Vn=N,, |u,—-¥¢l<e
si la limite existe elle est unique
» convergence divergence vers +oco/ —0o:

Uy, — +00<=>VA>0IAN,eN,Vn=Ny, u

U, — —00<=VA<O0IN,eN,Vn=Ny, u,<A

o suites particulieres :

(Un) nen est majorée < IM eRt.q. VneN, u,s<sM
(Un) nen est minorée < ImeRt.q. VreN, u,=m
(Un)nen estbornée < IM =0t.q. VneN, |uylsM
(Un) nen est (dé)croissante si: VneN, u, < upyq (resp. Uy, = Up+1)
(Un) nen €St monotone si elle croissante ou décroissante
rem. la suite ((—1)™)),, est non monotone
(Un) nen est stationnaire <= INeN,IceR,Vn=N, u,=c
(Un) nen est périodique < IT eN, VneN, upir = Up.

» suites récurrentes particulieres :

1. suites arithmético-géométriques :
VneN, ups =au,+bavec(a,b)cR?

(@) sia=1:(uy)nen estarithmétique de raison b :

7L Uy + Uy
VneN, u, =ug+nb, Z up=Mm-m+1)x ——

2
k=m
(b) sia#1etb=0:(u,)pen est géométrique de raison a :
n 1—gtm
vneN, u, = upa”, Z up=a" x
k:m 1 - (l

b
(c) sia#letb#0 enposantazl—

Un = Up — a est géométrique de raison a et u, = a + (ug — a)a”.

2. suites récurrentes linéaire d’ordre2: VneN, u,=au,.1+bu,
~+ équation caractéristique : > — ar —b =0

e deuxracines réelles distinctes 1,75 :
VYneN, u,=ar]+pr) avec (a,p) € R?
e racine double ry :
YneN, u,=(a+ ,Bn)r(? avec (a, B) € R?
 pas deracine réelle : hors programme
Le couple (a, B) est déterminé par les conditions initiales (ug, u1).
~ Lensemble des suites vérifiant cette relation est un s.e.vde RN de dimension 2.
» suites adjacentes:
(u4,) nen€St croisante
(Un) nen €t (Vn) nen sont adjacentes <= { (V) nenest décroissante
Iim wu,-v,=0
n—+oo
* suites extraites: (v;)pen est extraite de (i) pen Si Uy = Ugpn) avec @ :N— N
strictement croissante on remarque que ¢(n) = n pour tout 7.




EXERCICE 1 (Suite de Fibonacci). Fy =0, F; =1, Fy42 = F;41 + Fj,.

4 ; ’ Fp.
1. (a) Compléter la fonction Python permettant d’afficher le rapport F—nl

1 import numpy as np ‘
2 def quotient(n): \
3 u , v= ... , .. ‘
4 for _in range( ... ): ‘
5 u , vV=vVvV , utv ‘
6 return ...... \

(b) On ajoute les lignes suivantes donnants le résultat graphique ci-dessous.

‘ 1 import matplotlib.pyplot as plt \
‘ 2 n=50 ‘
' 3 x=[quotient (k) for k in range(n)] ‘
' 4+ n=[k for k in range(n)] \
L5 oplt.clf() ‘
‘ 6 plt.plot(n,x," .") ‘
- J
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Que peut-on conjecturer?
2. Exprimer F, en fonction de n (formule de Binet).

3. Montrer que % — @ (lenombred’or c’est a dire, 'unique réel positif vérifiant

1++v5
2

@* =@ +1soitp= ~1.618033988749895) .

PROPRIETE 2 (OPERATIONS SUR LES LIMITES)
Soient u, — ¢ eRet v, — meR.

e linéarité: Au, +uv, — Al +um

~ I'ensemble des suites convergentes est un s.e.v de RV

. . . Up 4
produit, quotient : u,v, — fm;sim#0, — — —
U m

composition : si f est continue en ¢ et u, — ¢, alors f(u;) — f(¥).
passage a la limite dans une inégalité :
siu, <v, APCRetu, — ¢, v, — m, alors £ < m.
@ Linégalité stricte n’est pas préservée.
théoreme d’encadrement dit « des gendarmes » :

u, — /¢

Siu,<v,< wnAPCRetZE[R{ ,alors (V) pen CV Et Uy, — £

Wp —
théoréme de comparaison :

. Uy — +00 = U;; —> +00
si u, < v, APCR, alors
vn —_— 00 = un — =0
suites extraites : si u;,, — ¢, alors toute suite extraite tend aussi vers .

~~ en pratique : uy — € < up, — Cetupyy] — €.

EXERCICE 2.

1.

. Encadrement : Montrer que ,
n

Opérations : Pour n = 1, on pose u, = V n? + n— n. Calculer nin}oo Up.

Hint : quantité conjuguée.

Comparaison : Que dire de nin}oo upsiona:vneN*, u,y=u,+Inn)?
n-1

Hint : étudier ) (ug+1 — Ug).

k=0 (=" cos(n)  sin(n)

5— € tendent vers 0.
n In(n)

. Composition : On rappelle que In(1+ u) ~ u en 0.

Déterminer la limite de (1 + %)n Hint : passer sous forme exponentielle.

Suites extraites : Montrer que la suite (cos(n%)) = est divergente.
n

6. Suites extraites bis : Soit (u,) une suite réelle telle que (i), converge vers ¢

et (usn), converge vers ¢,. Montrer que ¢ = ¢».

Passage a la limite : Soit (u,) une suite réelle telle que, pour tout n € N, 2 <
u, <4, ettelle que (u% -7 un) ,, converge vers —10. Montrer que (u,) converge,
et déterminer sa limite.



,_[ THEOREME 3 (CONVERGENCE MONOTONE) ] 3. Démontrer la conjecture, quelque soit uy > 0 choisi au départ. Hint : par l'ab-
surde puis monotonie.

» Toute suite croissante et majorée est convergente (vers sup ).

. . L neN 4. Montrer que Vn e N, uflﬂ > u? +2 puis en déduire que
» Toute suite croissante non majorée tend vers +oo.

. P . ) . VneN, unzy/u(z)+2n.
 Toute suite décroissante et minorée est convergente (vers inf u,,). o . ) ) '
neN 5. En déduire une deuxieme démonstration de la conjecture.

¢ Toute suite décroissante non minorée tend vers —oo.
COROLLAIRE 4 (SUITES ADJACENTES) ]

@Ce théoréme garantit I'existence d’'une limite mais ne la calcule pas. On ne confondra pas la q . a
Si (un)nen €t (Vn)nen sont adjacentes, alors elles convergent vers une méme

limite ¢ € R, et u, < ¢ < v, pour tout n.

limite avec le majorant.

1
EXERCICE 3. Soit (1) une suite vérifiant ug >0etVneN, u,y1 = u, + —. . . J .
" .nEN . . 0. . AR " Up EXERCICE 4 (Moyenne arithmético-géométrique).
1. Montrer que la suite () ,en st bien définie et strictement croissante. . e
Soient up =1, vp =2 et Up+1 = ~52, Un+1 = /UnUn.

1. Montrer que () nen €t (Vn) nen sont adjacentes.

2. (a) Lafonction suite(u0,n) ci-dessous permet de renvoyer la valeur de u,
lorsque l'utilisateur entre un réel i et un entier naturel n. Compléter les

lignes manquantes 2. Que peut-on conclure sur leur limite commune?

EXERCICE 5 (Développement asymptotique de la série harmonique).
n

1 import numpy as np . 1

> import matplotlib.pyplot as plt Pour tout ne N onnoteHn:ZE.Onnote

3 def suite(u0,n): k=1

4 u= ... u,=H,—In(n)etv,=u,——.

5 for _ in range(n): n

6 u= .... 1. Montrer que (i) nen €t (Vy)nen sont adjacentes. On notera y € R leur limite
7 return .... commune.

Hint : montrer queVx > -1, In(1+x)<x.

On areprésenté la liste [suite(u0,10*n] for n in range(20): 2. En déduire que ninlooH” = +o00. On a en réalité H, = In(n) +y + o(1).
200 .
1751 R 2. Suites récurrentes : 1,1 = f(i,)
150
=] LT . DEFINITION (INTERVALLE STABLE) ]

. : « intervalle stable: [ est stable par f si f(I) c I, C'est-a-diresi Vxe I, f(x) € I.

7.51

* point fixe: a est un point fixe de f sur Isi f(a) =«

5.0 1 .

ce sont les candidats naturels pour lim uy.
2.5 n—+oo

(I) 1‘0 ZIO 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 7‘0 8‘0 9‘0 16011‘012‘013‘014015‘)016017IDlé019ID REMARQUE 1.
Si I est stable par f et si ug € I, alors tous les termes u,, restent dans I : on le montre

(b) Expliquer le rendu graphique et émettre une conjecture sur la nature .
par récurrence.

asymptotique de (1) nen.



PROPRIETE 5 (CONDITION NECESSAIRE DE CONVERGENCE)

Si u, — a etsi f est continue en a, alors & est un point fixe de f.

REMARQUE 2.

Lexistence de points fixes ne garantit pas la convergence : c’est un outil pour
trouver la limite une fois la convergence établie par un autre argument (conver-
gence monotone, inégalité des accroissements finis, ...).

,_[ THEOREME 6 (INEGALITES DES ACCROISSEMENTS FINIS (IAF)) ]—

Si f est de classe ¢! sur [a, b), alors pour tous x, y € [a, b] :

If(x) = f()l < max If (O 1x=yl.

_[ COROLLAIRE 7 (CONVERGENCE PAR L'IAF — f CONTRACTANTE)
Soit f est ¢! sur [a; D] stable, telle que:3ke]0,1[, Vxela;bl, |f'(x0)I<k

on dit que f est k-contractante.

Soit & € [a; b] est un point fixe de f. Alors:

e VneN, |up1—al=If(uy)-f(a)l<klu,—al

e VneN, |u,-al<k™uy—al.
 La suite converge vers «

e u, approche a a ¢ pres si k" |uy— a| <e.

REMARQUE 3.
LTAF permet non seulement de conclure a la convergence, mais aussi d’estimer la
vitesse de convergence — et donc d’écrire des algorithmes d’approximation numé-
rique de a.
EXERCICE 6 (Approximation de v/2 via 'IAF).
1

Soit (14,) nen définie par ug =1 et u,y1 = Uy + 4_1(2 - u?).

1. Montrer que f([1,2]) c [1,2] et que ¢ = /2 est 'unique point fixe de f dans

(1,2].
2. Montrer que | f'(2)| < & sur [1,2], puis que |u, — v2| < ()"
3. En déduire la convergence.

Méthode d’étude d’une suite récurrente de type 1, = f (1)

o (Uy)nen est bien définie :
par récurrence en s’appuyant sur un intervalle I stable par f contenant uy.

e monotonie de (¢;,) sen ¢

1. méthode 1 : f croissante et récurrence : si f est croissante sur un inter-
valle I stable, alors la suite () ,en €St mMONotone (croissante si 1y = uy,
décroissante si u; < up). On le prouve par récurrence, 'hérédité repo-
sant sur la croissance de f qui préserve les inégalités.

2. méthode 2 : f décroissante : si f est décroissante, la suite n’est pas mo-
notone mais les suites extraites (u2,), et (42,+1), le sont (utiliser fo f
qui est croissante + méthode 1).

3. méthode 3 : signede f(x) —x : Upt+1 — Uy = f(Un) — Up, si f(x) — x garde
un signe constant sur un intervalle I stable ou1 vivent tous les termes,
alors la suite est monotone (croissante si f(x) — x = 0, décroissante si
f(x) — x < 0) cette méthode ne nécessite pas de récurrence.

o point fixe : on résout I'équation f(x) = x soit directement soit en posant g :
x— f(x)—xetenappliquant le théoreme de la bijection a g sur I démontrant
que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a € I. Cette deuxieme
méthode ne permet pas de calculer @ mais prouve son existence, ce qui suffit
en général pour avancer dans I'exercice.

e convergence :

1. cas f croissante et la suite est bornée : la suite est croissante (resp. dé-
croissante) et majorée (resp. minorée) et donc converge vers un point
fixe de f sur I obtenu par 'application de la propriété 5 a citer le jour J.

2. cas f décroissante : dans ce cas, les deux sous-suites (u2,), et (t2n+1),,
sont monotones et convergent (en général) vers un point fixe de fo f
sur [.

3. f vérifie les condition de I'IAF et est contractante : dans ce cas d’apres le
7 are-démontrer le jour J on a |u, — a| < k"|ug — a] — 0 et la suite tend
vers le point fixe de f.

« divergence vers l'infini : si la suite (u,,),en €St croissante mais f n'a pas de
point fixe dans l'intervalle I. Dans ce cas en raisonnant par ’absurde sur
« (Un)nen €St majorée » on aboutit a une contradiction impliquant la diver-
gence vers +00. De méme si (1) ;e décroit vers —oco.




EXERCICE 7 (Méthode avec I'étude de f(x) — x).
2

SoitugeRetu = f(u,) avec f(x) = —.
0 n+1 = f(un) f) 12

1. Etudier les variations de f et déterminer les intervalles stables et les points
fixes.

2. Etudierle signe de f(x) — x et discuter la monotonie de (u,) ,en Selon la valeur
de uy.

3. Discuter la convergence et la limite selon uy.

EXERCICE 8 (Méthode de Héron pour approcher v/2).

(suite de Héron). Montrer que

Soit (uy) neny définie par ug =2 et uy41 = % (un + uin
(un) nen est bien définie, puis que u, = \/Epour tout n, que (up) nen €st décroissante
a partir du rang 1, et en déduire sa convergence et sa limite.
EXERCICE 9 (Cas ou f est décroissante).
up=1etuys = f(uy) avec f(x) =1+ %

1. Montrer que u, € [1,3] pour tout .

2. Calculer u;, uy, us. La suite (1) ,en est-elle monotone?

3. En posant g = f o f, montrer que (u2,) est croissante et (uy,+1) est décrois-
sante.

3. Suites implicites

Une suite est dite implicite lorsque ses termes ne vérifient pas une relation de ré-
currence mais sont définis comme les solutions d'une famille d’équations paramé-
trées par n. La seule information disponible est que x;, vérifie I'équation f;(x,) =0.

DEFINITION (SUITE IMPLICITE) }

Une suite implicite (x,), est définie par la donnée, pour chaque n € N, d'une
équation f,(x) = 0 admettant une unique solution x,. Loutil d’existence est le
théoreme de bijection (ou des valeurs intermédiaires).

REMARQUE 4.
Sil'équation est de la forme f(x) = g(n), on peut se ramener a h,(x) = 0 en posant
hp(x) = f(x)—g(n). Le fait que 0 soit dans I'image de h,, est a vérifier explicitement.

Méthode pour I'étude d’'une suite implicite
Tout se base sur la relation | f;;(x;) =0]|:

» existence de la suite (u,,),cn ¢ dresser le tableau de variation de f;;, vérifier
que f;, réalise une bijection sur un intervalle image contenant 0, et conclure.

e monotonie: pour comparer x, et x,+1, on compare f,(x,+1) et f,(x,) puis
fn(xn) et fui1(xn4+1) (souvent égaux), ce qui permet ensuite d’obtenir une
comparaison entre f,+1(x,) et f,+1(x,+1) donnant une comparaison entre
Xn et X471 en utilisant la monotonie de f;+.

EXEMPLE :si f,(x,) = 0 défini notre suite avec f;,, décroissante et que réussi
a démontrer que fy+1(x,) =0, alors :

——4
Sn(Xp)=fre1(xp41)=0
—
fur1décroissante

fn+1(xn) = frue1 (Xne1)

Xn S Xp+1

fn+1(xn) =0 fnﬁ=0 fn+1(-xn) = fn(xn)

« encadrement: pour comparer le terme x, avec d’autres suites, on compare
les images de 'encadrement par f;,.

. 1 . fn(0) <0
EXEMPLE : pour avoir 0 < x, < ;- avec [ croissante et - , alors :
fn(5)>0
frn(0) <0 ( 1 ) 1
= 0) < Xp) < — = 0<x,<—
{fn (1)>0  futw=0 IO < nlin) < Jn\ 5 | 5 cootmanee << 7

» convergence/divergence : pas de méthode générale, on utilise 'encadre-
ment ou I’énoncé pour conclure. Dans I'exemple précédent, on aurait faci-
lement u,, — 0 par encadrement.

EXERCICE 10. Pour n € N*, soit f,,(x) = x"* +9x% — 4 sur R,.

1. Montrer que f;(x) = 0 a une unique solution u, € R}.

2. Montrer que uj, € 0, %[ pour tout n.

3. Montrer que (u;) est décroissante.

4. Montrer que (u;) est convergente. Pour calculer ¢, montrer d’abord que

ule ]0, (2)" [, déterminer lim u] etenfin .
n—+oo

EXERCICE 11. Pour n € N*, on consideére I'équation e¢* + x = n d'inconnue x € R..

Montrer I'existence et la monotonie de (x;) puis déterminer son comportement
asymptotique.



4. Etude asymptotique : négligeabilité et équivalents

Deux suites peuvent toutes deux tendre vers 0 (ou vers +oo) sans le faire a la méme
vitesse. L'étude asymptotique quantifie ces écarts. Elle est aussi I'outil fondamental
pour étudier la convergence des séries.

,_[ DEFINITION (VOCABULAIRE) ]

» négligeabilité: u, = o(v,) < Je, — O telle que u, = €,v, APCR
u
~ 81U, Z0APCR: uy, = 0(v,) <= — —0.
Un
e équivalent: u, ~ v, < Je¢, — O telle que u, = (1+¢&,)v, APCR
u
~ 81 vy #0APCR: Uy ~ vy <= v—”—»l.
n

REMARQUES. 1. up=0(1) <= u, —0

2. La relation u, = o(v,) n'est pas symétrique : u, = o(v,) et v, = o(u,) ne
peuvent coexister que si les deux suites sont nulles APCR. La relation u, ~ vy,
est elle par contre symétrique.

3. u, ~0n'ade sens que si u, =0 APCR alors que u, ~ +oo n'a tout simplement
pas de sens.

PROPRIETE 8 (LEQUIVALENCE COMME OUTIL DE CALCUL DE LIMITE)

Si uy, ~ vy, les deux suites ont méme limite (finie ou infinie).
Réciproquement : si u, — ¢ € R*, alors u, ~ ¢.

PROPRIETE 9 (EQUIVALENTS DES POLYNOMES)

ap nP+...+ap~ apn” (si ap # 0). Prendre un équivalent, c’est travailler au pre-
mier ordre.

PROPRIETE 10 (PROPRIETES OPERATOIRES)
» négligeabilité :

transitivité : u, = o(vy,) et v, = o(wy) = u, = o(wy).

linéarité : u, = o(wy) et v, = o(wy) = Auy + pv, = o(wy).

produit : u, = o(wy) et v, = 0(x,) = UpVy = 0(WpXy).
@ un = o(vy) et wy = o(xy) ne permettent pas de conclure uy, + wy = o(vy, + xp) en
général.
e équivalence:
réflexivité : u, ~ Uy , Symétrie: Uy ~ Vy <= Up ~ Uy,

un"’vn

transitivité:{ => Uy~ Wy

UnNWn

produit : u, ~ wy et vy ~ Xp = Uy Uy = 0(WnXy).
quotient : u, = o(wy) et v, = o(x,) = UV, = o(WipXy).

y 5, o a a
puissances réelles : avec un, v, >0eta R u, ~ v, = u§ ~ vy.

REMARQUEG6. 1. ® on n'additionne jamais les équivalents : u, ~ w, et v, ~ x,
ne permettent pas de conclure u, + v, ~ Wy + Xp.

2.9 1 composition des équivalents est interdite en général. Des particuliers
(hors-programme) existent néanmoins.

EXERCICE 12 (Composition).
1. Montrer que : e*n ~ e'» < u, — v, — 0.

Up ~ Un

2. Montrer que:{ = In(u,) ~In(vy,)

Uy — +00

PROPRIETE 11 (LIEN FONDAMENTAL ENTRE LES DEUX NOTIONS)

Up~Vp < Up="Uz+0(vy,).

EXERCICE 13 (Développement asymptotique de la série harmonique).
On reprend les notations de I'exercice 5.
Montrer que H, =1In(n) + vy + o(1) et en déduire que H, ~ In(n).



_[ THEOREME 12 (RESULTATS DE REFERENCES) ]

» Croissances comparées: Poura,b>0etg>1:

(In n)b =o(n* n® = o(qn) q” =o(n!) n _ Jn(gn

ona:q
croissance exp.

avec In(g)) > 0.

o Equivalents usuels:

In(1 + uy) ~ uy, e —1~u,, Q+u)*—1~au, (@cR").

2

uy, n
1—cos(uy,) ~ >

n
n!'~v2nn (—)
e
Formule de Stirling
(hors programme)

sin(uy) ~ up,

EXERCICE 14. 1. Montrer que n— nln(n) — n3 ~ —n®
2. Al'aide d’équivalents simples, déterminer la limite de u;, = M, Uy =
en+n3 2n+1_3n n(n—l)
In(uy)

3. Soit (#y) nen telle que u,; — 1. Déterminer un équivalent simple de

Un
1
4. Montrer que lim v n+n-n= >
n—-+oo

5. On suppose que (1 + 1)u3 — 2. Déterminer un équivalent simple de u;,.

6. On suppose que (uy) ey Vérifie APCR : n+n< Uy < n? + nln(n) . Déterminer

un équivalent simple de u,.

7. Etudier la limite liIE_l V/n. Hint : passer a la forme exponentielle.
n—-+o0

8. Calculer ; liIE_l Vn!  Hint: utiliser la formule de Stirling.
n| nk
9. Montrer que VkeN ~—
" \k) K
n n-2
10. Montrer que Z k! ~n! Hint: montrer préalablement que Z k!'=o(n
k=0 k=0

5. Séries numériques

,_[ DEFINITION (VOCABULAIRE DE BASE) ]

Soit (1) neny Une suite réelle. n

« sommes partiellesderangn: S, = Z U ~> Up=8p—Sp_1

. P ) =0 . .
o série de terme général 1, : notée Z( U, et correspond a la suite (S n)
. n=0 .
« série convergente : la série ) u, cv < lasuite (S,), . v

neN

n=0
nature d’une série : dépend du comportement de u,, APCR

condition nécessaire de cv : Z up = up —0

n=0 n +00

« somme d’une série convergente : S = hrn Sp= lim > up=) uy

~ limite des sommes partielles n—+00; 7, k=0
+00
¢ reste d’'une série convergente: R, = S-S5, = Z Up Rp—Oetuy=R,_1—Rn.
k=n+1

» série absolument convergente : Z u;, est AC si Z |1y, cv.
n=0 n=0

EXERCICE 15 (Divergence de la série harmonique). Pour n € N*, onnote S, = ) i
1 k=1
-Sn=-.
2 1
2. En déduire la divergence de la série Z —. Ce qui montre bien stir que la condi-

nz1
tion u, — 0 wimplique pas la cv de la série!!

1. Montrer que Sy,

EXERCICE 16. 1. Montrer que la série Z

dv grossierement.
n>]1 ( )

. In(n)
2. Montrer que la série Z
n=1 I
celles de la série harmonique.

dv. Hint : comparer les sommes partielles avec

PROPRIETE 13 (OPERATIONS)

o linéarité: si Z u, et Z vy, cv alors pour tout A, ) € RZ:
L L +00 +00 +00
Y Aup+pvp)ev et Y Aug+pv) =AY up+p ). vg.
n k=0 k=0 k=0

~~ I’ensemble des suites (u5) ,en telles que Z uy converge est un s.e.v de RN,
n



n
o séries télescopiques: on a Z (Ug+1 — Ug) = Upt1 — Ug et de plus :

k=0

Y (Un+1 — Un) V< (Un)nen CV, etdans ce cas: Y (Un1 — Up) =

n=0

+00

n=0

+ séparation des termes pairs et impairs :

+00 +00 +00
Z Uy etz Upps] CV=> Z Uy cv et Z Up = Z Uy + Z Uspsl.

o produit de Cauchy: si Z u, et Z v, cv alors en posant ¢;, = Z arbn_x

(hors programme)

Y cncv et
n

S (e (En)

_[ THEOREME 14 (SERIES DE REFERENCE) ]

lim wu, -
n—++oo

 séries géométriques:

n=zm

2. dérivée premiére: Y nq"”
n>1

série harmonique

L

1. géométrique: Y q" cv< |ql<1et Z q" =

qm
_q.

n=m

cv<:>|q|<1etz nqg"”
n= Ta-

3. dérivée seconde: Y n(n-1)q"~ leve=gl<1
n=2 PR,
et Z nn- 1)6]”_2 =
n=2
x}’l +00 4.1
» séries exponentielles : Z — cvpour tout x € R et Z —=e".
n=0 n! n=0 n!
1
* sériesdeRiemann: ) — cve=a>1.
n=11
n +00 1 k +00 1 2
Z—~lnn—>+oo B _ =—-In2 Z—zzn—
=1k =1k k=1 k= 6

série harmonique alternée hors-programme

1
1-q?

(1

_q)3'

EXERCICE 17. Montrer I’existence et calculer la la valeur des sommes suivantes :

+00 1 +00 “n
n;l”(”"‘l)' r;le

+00 n +00 (I’l—2)3n

5 +00 an 6 +00 1 7 +00 _1 n 8 +00 nel
. ;;3 (n-3)! ' n;l n(n+2) . r;z(?) ' ;12::2pq
+00 n2 +00 34— +00 +00 4 4 on
9. ). 10. ) — 11. Y n27" 12. )
n=1 (n—1! n=0 2 n=2 n=2 n!

EXERCICE 18 En admettant le résultat hors programme ci-dessus, montrer que la

série Z

n=1

cv et calculer sa somme.

_[ THEOREME 15 (SERIES A TERMES POSITIES (S.T.P)) ]

Onsupposeque: VneN, u,=0.

* monotonie : la suite des sommes partielles (S;); est croissante
~~ si (Sp)n estmajorée = Y uy cv
n

¢ critéres de convergence :

Y vpev=)> u,cv

APCR al i L

o ators Y updv=) v,dv
n n

Y vpev=)> uycv
n

2. négligeabilité : u, = o(v,) alors{

1. comparaison :si0 < u, <

Y updv=) v,dv
n n
3. équivalence : uy ~ v, =) Uy et Y v, sont de méme nature.
n n

J

EXERCICE 19. Etudier la nature des séries suivantes (on ne demande pas de calcu-
ler la somme) :

1 Inn Inn
. —_ 3. 5.
,;1 n?+1 nz>:1 r;l nyn
1 1
2. Y ln(l += 4. Y e Vn 6. Y (—1)”sin(2—n)
n=1 n=0 n=0

EXERCICE 20 (Produit infini).
n

. 1

Etudier la convergence de la suite de terme général u, = 1_[ (1 + —2), otuneN*.
k=1

REMARQUE 7.

La série de Riemann est ]'étalon de référence pour les séries a termes positifs. Avant

d’appliquer les critéres généraus, il est souvent plus direct de comparer u, a —

ne*



PROPRIETE 16 (COMPARAISON AVEC LES SERIES DE RIEMANN — CAS PRATIQUES)

Soit Z Un une série a termes positifs (APCR).
n

1. S’il existe a > 1 tel que n®u, — 0, alors Y u, converge (car u, = 0(#)).

2. S’il existe @ > 1 et M > 0 tels que APCR n%*|u,| < M, alors Y u, converge
absolument.

3. Silexistea < 1et¢ >0 (ou ¢ = +oo) tels que n%u, — ¢, alors }_ u, diverge.

1

L avec ¢ #0, alors Y u, et) — sontde méme

4. S'il existe a € Rtel que up, ~ -z e

nature.
Lexposant seuil est a = 1: si u, décroit plus vite que - (i.e. @ > 1), on espére la
convergence; moins vite (a < 1), c’est la divergence.

P . o Inn
EXERCICE 21. Etudier la nature des séries de terme général u,, = —7
n

1 1
Viz—1 VrZ+1

,_[ THEOREME 17 (CONVERGENCE ABSOLUE - ADMIS) ]

n n
2: Up| < E:IukL
k=0 k=0

e AC = CV: la convergence absolue implique la convergence

+00o +00
<) lul
k=0

Un = e_\/ﬁ

et w, =

« inégalité triangulaire :

> Uk

k=0

« inégalité triangulaire infinie : en cas d’AC alors

_[ THEOREME 18 (CRITERE SPECIAL DES SERIES ALTERNEES - HORS PROGRAMME) ]

Soit (u#5) une suite positive, décroissante, tendant vers 0. Alors :
1. Lasérie }.(—1)"u, converge.
2. Les suites des sommes partielles (Sz;) et (S2,+1) sont adjacentes : (S»,)
est décroissante, (Sz;,+1) est croissante, et elles convergent vers la méme

limite S.
3. Majoration du reste : pour tout n € N,

+00 k
IRal=| Y, (=D*ug
k=n+1
4. Pour tout n € N : Sp,41 < S < Sy;, ce qui donne des encadrements de la

S Un+l-

somine.

sin(n) (="

EXERCICE 22. Etudier 'AC des séries ) " ty

n=1 n=1

EXERCICE 23. On suppose que Y_ u, est AC. Montrer que Y  u5 CV.

n n
u
EXERCICE 24. S0it (1) neny telle que  lim 2*1| < 1. Montrer que Y un CV.
Jm
n

REMARQUE 8.

n

1) AC = CV mais la réciproque est fausse : }_ % converge mais n'est pas AC. Une

telle série est dite semi-convergente (hors-programme).

2) Une série alternée ¥.(—1)"u,, (ou Y.(-1)"1u,) ne peut pas étre étudiée directe-
ment par les criteres positifs. Lorsqu’elle n’est pas AC, le critére suivant est souvent

le seul outil disponible (hors-programme).

REMARQUE9. 1. C’est un résultat hors-programme, on ne peut l'utiliser directe-
ment mais dont la démonstration peut faire I’objet d'une partie d'un sujet.

2. La majoration |R,| < uy41 est trés utile en pratique : pour obtenir une valeur
approchée de S a € preés, il suffit de trouver N tel que uy+; < € et de prendre
SQZSN.

3. Le CSA s’applique a Z(—l)"‘lun de la méme facon (les roles de (S»;) et

n
(S2n+1) sont échangés).

EXERCICE 25 (cv et calcul de la somme de la série harmonique alternée).

-1 n-1
1. Convergence : Montrer que la série Z =) converge et que
- n=1
. +oo (—])k-1 1
VneN*, Y < .
k=n+1 k n+1l

2. Calcul de la somme :

1 1
(a) En utilisant que - f x*~1dx, montrer que pour tout € N*,
0
n (_ 1) k-1

mok

1 n
=ln(2)+(—1)"+1f X ax
0o 1+x

1 n
. X 1
(b) Montrer que: VneN¥, Osf X< .
o 1+x n+1
(_l)n—l +00 (_l)n—l
(¢) En déduire la convergence de ) ———— etque ) ——— =In(2).
n=1 n=1 n



6. Comparaison série-intégrale

Lorsqu’on ne sait pas comparer directement a une série de Riemann, la comparai-

son avec une intégrale impropre est un outil puissant dans le cas d'une série Z fn)

n
avec f une fonction décroissante.

[ ] hauteur f(k)
[ ] hauteur f(k+1)

f(n+2)
f(n+3)

y=fx

n n+l n+2

k+1
fx)dx < f(k)

n+3 n+4 n+5

flk+1) <

Etudier la nature d’une série par comparaison avec une intégrale

Soit f une fonction décroissante, continue et positive sur [r9; +ool[ (19 € N).

« en utilisant la décroissance de f et la propriété de croissance de I'intégrale
sur [k, k+1] :
k+1
Vk=ng, flk+1)s f@drs< f(k).
k

¢ En sommant pour k de ng a n— 1, puis en manipulant les indices :

vz, [ fodesfons Y fh< [ fwdres foo.
Ny Ny

k:n()

10

n n
 Onendéduitque )_ f(k)~f f(oyde

k=n0

La nature de la série Z f(n) se lit alors sur la convergence de I'intégrale
nzngp
+00o

impropre f fdt.

L)

REMARQUE 10.

On prendra garde au fait que la méthode ci-dessous n’est pas au programme
et qu’on pourrait étre amené dans un sujet a re-démontrer ces points.

EXERCICE 26 (développement asymptotique de la série harmonique).

o1
Pour tout n € N* onnote H, = ) T
k=1

ndt
1. En comparant H, a f - retrouver I'équivalent H,, ~Inn.
1

2. ATaide d’'une étude de convergence de série, montrer la convergence de la
suite u,, = H, —In(n).

Sa limite est appelé constante d’Euler, elle est souvent notéey = 0,577.

3. En déduire que H”n = In(n) +y+o0(1).
—+00

EXERCICE 27 (séries de Bertrand).

1
On appelle série de Bertrand toute série de type Z ﬁ avec feR.
n(nn

n=2 1

nodt
1. Calculer f ——, puis en déduire la nature de la série Z .
2 tlnt Shpnlnn

2. Plus généralement, montrer que la série de Bertrand Z

——— converge Si
=5 n(nn)p

et seulement si > 1.



7. Complément : limites inférieures et supérieures

HORS PROGRAMME ECG. Les notions de limite supérieure et de limite
inférieure ne figurent pas au programme de mathématiques approfondies
(elles relevent plutét d'un premier cycle universitaire ou des classes MP/PC).
Cette fiche est une fiche d’enrichissement : aucune question de colle ou de
concours ECG ne peut les exiger par leur nom. Tous les résultats ci-dessous
sont néanmoins redémontrés a partir d’outils strictement au programme
(théoreme de la limite monotone, suites extraites, théoreme d’encadrement) :

c’est un excellent exercice de synthese sur le chapitre des suites.

Cours

_[ DEFINITION (LIMITE SUPERIEURE, LIMITE INFERIEURE) ]

Soit (1) nen une suite réelle bornée. Pour n € N, on pose :

Uy = Sup Uy et wy = inf uy
k=n k=n

(ces bornes existent car (1) =, €st une partie non vide et bornée de R). On ad-
met pour I'instant que (v,) et (wy) convergent (cf. Propriété 1) ; on note alors :

limsupu,:= lim v, et liminf u, := lim w,.
VS n—-+oo n—+oo n—+oo

PROPRIETE 19 (EXISTENCE DE LA LIMSUP ET DE LA LIMINF)

Avec les notations ci-dessus, (v;;) est décroissante et (w;,) est croissante; toutes
deux convergent.

Preuve : Soit (i;;) une suite bornée, et (v,) définie par v,, = sup ug.
k=n

> Croissance de (v,). Pour tout n, {uy : k = n+ 1} c {uy : k = n} (le premier en-
semble est obtenu en retirant ’éventuel élément u, du second). Le supre-
mum étant croissant pour I'inclusion des parties bornées non vides de R :

Un+1 = SUP Uf =SUp Uf = Up.
k=n+1 k=n

> Convergence de (v,). (v,) est décroissante d’apres la question précédente.
Elle est de plus minorée : comme (1) est bornée, il existe m € R tel que uy = m
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pour tout k, donc v, = sup u; = m pour tout n. Par le théoréme de la limite
k=n
monotone (suite décroissante minorée), (v,) converge. O

PROPRIETE 20 (ENCADREMENT ET LIEN AVEC LA CONVERGENCE)

(u,) converge <= liminf u, =limsup u,,
n—+oo n—s+oo

etdansce cas, lim u, estégale a cette valeur commune.
n—+oo

Preuve:

> Inégalité: ’liimi+nf un < limsup u,. Pour tout n, u, € {u : k = n}, donc par dé-
1o n—s+00
finition de I'inf et du sup d’'un ensemble contenant u, : w;, = Iinf Up < Uy <
=n

sup Uy = v,. En passant a la limite quand n — +oo dans cette inégalité (les
k=n
deux suites (wy) et (v,) convergeant, d’apres la Propriété 19 et son analogue

pour wy) : liminf u, < limsup u,.
n—+oo

n—+oo
> Sens réciproque. On suppose que limi+nf Up =limsupu,=¢.0na wy, < u, <
n—+oo n— +oo
v, pour tout n, avec w, — ¢ et v, — £. Par le théoréeme d’encadrement,

u, —¢.

> Sensdirect. Soit € > 0. Comme u, — ¢, il existe N € N tel que pour tout k = N,
¢ —¢e<u<¥?+e Pour n= N, ceci entraine en particulier que {uy : k = n} c
14 —¢,¢ +¢[, donc v, = supuy < ¢ +&; comme (v,) est décroissante et que

>

cette majoration vaut pmflcr_ tnout n= N,onalimsup u, =limv, < /+¢. Comme

€ > 0 est arbitraire, limsup u, < ¢. Un raisong:n;gljlt symétrique sur w, donne

liminfu, = ¢. Avecnlglgcéoalité liminfu, <limsupu, du 1°" point, on obtient

¢ <liminfu, <limsupu, < ¢, dou l’égalitgfrr:%f up =limsupu, =~¢. O
n—s-+00 n—+oo n—+oo

PROPRIETE 21 (CARACTERISATION PAR LES VALEURS D’ADHERENCE — ADMIS)

On appelle valeur d’adhérence de () toute limite d’'une suite extraite de (u;,).

On peut montrer (résultat plus délicat, admis ici) que limsup u, est la plus
n—+oo
grande valeur d’adhérence de (u,), et liminfu, sa plus petite. C’est cette ca-

ractérisation qui explique l'intérét de la notion : elle capture en un seul réel
toute I'information sur les limites des suites extraites possibles.
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Exercices I&” Remarque: On observe que les suites dans les cas 1 et 4 ont la méme limite in-
férieure que si 'on ne gardait que leurs valeurs « basses » : la liminf « oublie » les

EXERCICE 28 (Calculs directs). Déterminer, pour chacune des suites bornées sui- i i T ) -
pics qui ne se reproduisent pas indéfiniment vers le bas, contrairement a la limsup

vantes, liminf u, et limsup uy, :

n— +oo n— +00 qui retiendrait ici 2 pour y, et +oo pour z, (car z, = n — +oo le long des indices
1. u,=1+(=-1" 3 2 sin est pair impairs).
* u” = . . . . P3 . . 7
n sinestimpair. EXERCICE 29 (la limsup est une valeur d’adhérence). Soit (u,,) une suite bornée,
n 1 . (nm L =limsup u,. On veut construire une suite extraite de (u,) convergeant vers L (ce
2. up=(-D"[1+ il 4, u, = SIH(T) n— +00

Correction :

1. (uy) ne prend que les valeurs 2 et 0, chacune une infinité de fois (rangs pairs

et impairs). Pour tout n, v, = supuy =2 et wy, = ]inf ur = 0 ('une des deux

k=n
valeurs +1 est toujours atteinte au-dela du rang n). Donc limsupu, = 2 et
n—+oo
liminfu, =0.
. Pour n pair, u, =1+ — n+1 >1; pour nimpair, u, = -1 - -7 <—1. La sous-suite

des termes pairs décroit strictement vers 1 (valeurs > 1 s’approchant de 1),

donc v;,; — 1:limsup u, = 1. De méme 11m1nf u, = —1 par la sous-suite des
n—+oo
termes impairs.

. (sinZF) ~ est périodique de période 4, de valeurs successives

0,-1,0,1,0,-1,0,...:limsup u, =1 et liminfu, = -1.
n—+oo

. Pour n pair u, =2 si n et u, = n si n est impair.

Pour n = 2 : parmi les k = n, les indices pairs donnent toujours u; = 2, et les
indices impairs donnent uy = k = n = 2 (avec égalité possible uniquement si n
lui-méme est impair, auquel cas u, = n = 3 > 2). Dans tous les cas, u; = 2 pour
tout k = n, avec égalité atteinte pour les indices pairs et d’autre part uy = k
pour une infinité de k.

DoncVn=2, 1nf Uy = 2 et sup uy = +oo.
k= k=n

(Pour n = 0 ou n = 1, cette borne inférieure vaut 1, atteinteen k=1 : u; = 1.
Mais ceci ne joue aucun role dans le calcul de la limite, qui ne dépend que du
comportement asymptotique.)

On en déduit donc immédiatement que lim sup u,, = +oo.
n—+oo

De plus, la suite (infy=;, ug),, est donc constante égale a 2 a partirde n =2, d’ou
liminf,, ., u; =2.

qui prouve, dans ce sens, la Proposition admise du cours).

1. Soite>0et N eN. Justifier qu'il existe k = N tel que uy > L—¢.

Indication : raisonner par Uabsurde en utilisant la définition de vy = sup uy et
k=N
le fait que vy = L.

2. En déduire, par récurrence, la construction d’une suite strictement croissante
1
N , St
d’indices (np) pen telle que pour tout p Un, L - T
3. On admet par ailleurs (sans démonstration ici) que uy, < vy, < vy et plus gé-

néralement que limsup u, majore essentiellement les valeurs de (u,) a partir
n—+o00
d’un certain rang a € pres; en déduire que u,, — L.

Correction :

1. Par définition, vy = sup ug = sup u; = vy pour tout N’ = N (suite décrois-
k=N k=N’
sante), donc vy = lim,_. o v, = L. Si 'on avait uy < L—¢ pour tout k = N,

alors L— ¢ serait un majorant de {uy : k = N}, donc vy < L—€e < L < vy : contra-
diction. Il existe donc bien k= N tel que uy > L—¢.

2. On construit (np) par récurrence. Pour p = 0 : par la question 1 appliquée a
=1, N=0,il existe ny = 0 tel que uy, > L—1. Supposons ng < nj <--- < ny

construits avec u,, > L— w7 pour tout i < p. Appliquons la question 1 a € = p-l%—Z

et N =n,+1:il existe np+1 = ny,+1 (donc nyy1 > ny) tel que Un,, >L->5 p+2. La
récurrence se poursuit, construisant une suite strictement croissante d’indices
avec la propriété voulue.

1 .
3. Pour tout p, L— a1 < Un, < Un, (car up, € {ug : k = np}, dont Un, est le sup).
Comme (v;) — Let (np) — +oo, Un, — L (suite extraite d’une suite conver-

gente). Par le théoréme d’encadrement appliqué a L — -5 < uy, < v,,, on ob-
tient u,, — L la suite extraite (u,,) converge bien Vers hrn sup uy.
n—+oo



8. Complément : séries entieres

HORS PROGRAMME ECG. Les séries entiéres ne figurent pas au programme
de mathématiques approfondies. Cette fiche se limite volontairement a la va-
riable réelle (pas de variable complexe), et calcule les rayons de convergence
par comparaison géométrique directe — exactement la méthode déja utilisée
«alamain » dans le chapitre sur la convergence absolue des séries, plutot que
de citer une régle de d’Alembert ou de Cauchy-Hadamard par leur nom.

Cours

_[ DEFINITION (SERIE ENTIERE, RAYON DE CONVERGENCE) ]

On appelle série entiére (réelle) une série de fonctions de la forme Z a,x",
n=0
ol (a,) est une suite réelle fixée et x € R. On admet qu’il existe un unique R €

[0, +00], appelé rayon de convergence, tel que :
— pour |x| < R, la série Z anx" converge absolument;
— pour |x| > R, la série Z a,x" diverge (grossierement : a, x" /— 0).

(Pour |x| = R, le comportement dépend du cas particulier et doit étre étudié
séparément.)

_[ LEMME 22 (CRITERE DE D’ALEMBERT) ]

Un+1
Un

Soit ) u, une série dont le terme général vérifie lim = /¢ €[0;+00].

n—+oo

e si ¢ <1,lasérie ) u, converge (absolument);
e si¢>1 (ycompris ¢ = +00), la série }_ u, diverge (grossierement : u, #— 0);

e si =1, onne peut rien conclure : le critere ne s’applique pas.

Preuve:
Cas ¢ < 1. Choisissons g €]¢;1[ (un tel g existe puisque ¢ < 1). Par définition de la
limite, il existe N € N tel que
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Par produit télescopique, pour tout n= N :

Uk+1 N

n—
Sun-q .

Up=UN"
k=N Uk

Or Y. g N est une série géométrique convergente (car 0 < g < 1), donc par compa-
raison de séries a termes positifs, Y 1, converge.
Cas ¢ > 1 (ou ¢ = +00). Choisissons g €]1;¢[ (resp. q = 2 si ¢ = +00). Il existe N tel

que
Up+1

Un

=q>1,

donc uy, = uyn-q" N T, oo (croissance géométrique de raison g > 1). En parti-
culier u, #/— 0, donc le terme général ne tend pas vers 0 : la série diverge grossiere-
ment.

Cas ¢ = 1 : aucune conclusion possible. Voir le contre-exemple ci-dessous.

1 1
EXEMPLE. Pour u, = —etv,=—,ona danslesdeuxcas ¢ =1:
n n

2
Un+1 1

Up+1 n
—_— — =
v, (n+1)2 n—+oo

u, n+1n—+oo’

’

et pourtant ) u, diverge (série harmonique) alors que ) v, converge (série de Rie-
mann, @ = 2 > 1). Ceci illustre que le cas ¢ = 1 est bien indécidable par ce seul
critére : il faut alors utiliser un autre outil (comparaison a une série de Riemann,
équivalent, etc.).

Calcul pratique de R par comparaison géométrique
n+l

an+1X
xn

O

an+1
= [x| x
Aan

(en supposant a, # 0 a partir d'un certain rang). Si ce rapport admet une limite
¢(x) quand n — +o00:

Pour calculer R, on fixe x # 0 et on étudie le rapport

e si/(x) <1:comparaison a une série géométrique de raison < 1, donc Y a, x"
converge absolument (cf. méthode déja vue pour reconstruire le critére de
d’Alembert « ala main »);

¢ sif(x)>1:leterme général ne tend pas vers 0, la série diverge grossierement.

En général — A pour une constante A = 0 indépendante de x; on a alors

An+1
an




£(x)
(avec les conventions R=+0cosiA=0,R=0si A = +00).

,_4 LEMME 23

Si Z anx" a pour rayon de convergence R, alors pour tout entier p = 0 fixé, la
série Z n(n-1)---(n—p+1)a,x" ale méme rayon de convergence R.

= Alx|, et la condition ¢(x) < 1 équivaut a |x| < % : on trouve ainsi R = —

b n+
Démonstration du Lemme 23 : On calcule, pour x # 0 fixé, le rapport Tt lxt

b, x™
appliqué ala suite b, =n(n—-1)---(n—-p+ay:
bpi X1 an+1| (m+Dn---(n—p+2)
— | =lxlx x .
b, x" a, nn-1)---(n—-p+1)

Le dernier facteur est un rapport de deux polynémes en n de méme degré p, donc

% pour Z aﬂxn);
alors le produit ci-dessus tend vers A|x| x 1 = A]x| : exactement la méme limite que
pour la série de départ. Le rayon de convergence obtenu est donc identique : R. O

an+1

tend vers 1 quand n — +o0. Si — A (donnant le rayon R =

Pour tout n =1 et tous réels u, v :

n-1
=w-v) Y ukv" 17k,
k=0

Démonstration du Lemme 24 : On développe le membre de droite :

k+1 - 1-k _ k n—k

n-1
k=0

Dans la premiére somme, on pose j = k+ 1 (donc j varie de 1 a n) : elle de-

n n—1
vient ) u/v"7/. La seconde somme s’écrit ) u*v" % La différence de ces deux
j=1 k=0
sommes télescope : tous les termes communs aux indices 1,...,n—1 s’annulent, ne
laissant que le terme j = n de la premieére (u") et le terme k = 0 de la seconde (v",

avec un signe —) : on obtient u”* — v". O
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_[ THEOREME 25 (DERIVABILITE D’UNE SERIE ENTIERE) ]

La fonction S(x) = Z a,x" est dérivable en tout point xo €] — R, R|, et :

n=0

S'(x0) = Y napxi™t.

n=1

)

Démonstration du Théoreme 1 : Fixons xy €] — R, R| et choisissons r tel que |xp| <
r < R (possible car R > |xp|). Pour h # 0 assez petit pour que |xo + k| < r, on étudie
le taux d’accroissement.

Ftape 1 - réécriture du taux d’accroissement. D’aprés le Lemme 24 appliqué a u =
Xo+h v=1xp:

(m+hW—x0—hZﬂm+hﬁ aok

k=0
donc S(xg+ h) —S(xg) = h Z an Z (x0 + h)k —1-k , d’oty, en divisant par h et en
n=1 k=0
n—1
retranchant la série dérivée candidate (et en utilisant Z xél_l = nxg_l pour faire
k=0

apparaitre une différence) :

S(x0+h)—S(xO) Z nx() _ Z a, Z xn 1- k[(x0+h)k_x(l)€].

h n=1 n=1

Etape 2 - nouvelle application du télescopage. D’apres le Lemme 24 appliqué cette
k-1
1-
nY (xo+hxs
Jj=0
Comme |xp| < 1 et |xp+ h| < r, chacun des k termes de cette somme est majoré par
ri.rk=1=i = rk=1 donc:

fois a u = xo + h, v = x¢ avec l'exposant k : (xp + hk — x0

|(x0+h) —x0|<|h| k-rk

Etape 3 - majoration globale. En reportant dans I'expression de I'étape 1, et en
majorant ng_l_kl < ik,

+00

S(xp+h)—S(xp) *=

— - na
TR

nxo

n=1 k=0 =1

_Z|an|zr” K | p) ket = |h|2|an|r"22k

=0



n—1 -1
Or Z kzm,donc:
k=0 2

S(xo+h)-S too h|
(o + 1) = Sxo) _ Y napxy = 1l Y n(n-1Dlaylr"?=:Clhl,
h n=1 s |
+00
ouC= % Z n(n—l)lanlr"_2 est une constante (indépendante de h), finie d’apres le
n=1

Lemme 23 appliqué a p =2 :la série ) n(n—1)a,x" ale méme rayon R que }_ a, x",
donc converge absolument en x = r < R.
S(xo + h) — S(xo)
h
théoreme d’encadrement, le taux d’accroissement de S en x, converge donc vers

+00
- Z nanxgl_1 < C|h| —— 0. Par le
n=1 h—0

Conclusion. On a montré

+00
Z nanxg_l : S est dérivable en xg, de dérivée annoncée. O
n=1

,_[ COROLLAIRE 26 |

J

e Une fonction dérivable en un point y est continue en ce point : S est donc
continue sur | — R, R|, et cette nouvelle série entiere dérivée a le méme rayon
de convergence R.

» En appliquant le premier point a la série entiére dérivée et par récurrence, S
est de classe €°° sur | — R, R|.

Exercices

EXERCICE 30 (Calculs de rayons de convergence). Déterminer le rayon de conver-
gence R de chacune des séries entieres suivantes et, si possible, calculer leur somme
sur leur intervalle de définition :

n
Zx_ Zznxn

n=0 n! n=0

Z (_l)ann

n=0

Correction : On applique le critére de d’Alembert :
n+1

| ans1x | x| . L.
1. Ici | —————| = — —0: A =0], donc R = +o0 et on reconnait la série expo-
anpx" n
nentielle :

+00 .1

Sx)=) —=e"surR.
n=0 n!
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| ans x™! 1 .
2. Ici p = 2|x| pour tout n : A = 2|x|, donc R = 3 et on reconnait une
anx
série géométrique :
+00 1 11
— n _
S)=) 2x)"= - sur | -3, 3.
n=0
1 2
| anerx™* n .
3. Ici | =& = 51xl — |x| : A = |x], donc R = 1. On ne reconnait pas
anx" (n+1)
une somme calculable (série de Riemann).
| ansx™ 5 . .
4. Ici —|=x": A = x*, donc R =1 et on reconnait une série géométrique :
anx
" +00 5 1
Sx)=) (-x9)"= sur]-1,1].
,;0 1+x2

EXERCICE 31 (Dérivation terme a terme : série géométrique dérivée).

1
On rappelle que pour |x| < 1, Z x" = T~ (série géométrique).
n=0 —-X

1. Quel est le rayon de convergence de cette série? Justifier rapidement avec la
méthode du cours.

2. En dérivant terme a terme (Théoréme 1), montrer que pour |x| <1:

1

Y nx"l= —.
n=1 (1-x)
X
3. En déduire que pour |x| <1, Z nx'" = —.
=0 (1-x)

Correction :

a
1. Ici a, = 1 pour tout n, donc Zntl)_ 1—1:A1=1,donc R =1. (Cohérent avec
an
le fait que ﬁ n'est pas définieen x = 1.)
1
2. La fonction S(x) = —— est la somme de la série Y x" sur | — 1,1[. D’apres le

Théoreme 1, S est dérivablesur]—1,1[ et:

S=) nx™ L.
nz1
. ! ]- y N 12 NP3
Or, en calculant directement S'(x) = — = . D’ol I'égalité de-
dx\1-x) (1-x)?

mandée.
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3. En multipliant par x I'égalité de la question précédente : (ce qui est le cas, par le résultat déja établi sur la série harmonique alternée),
puis invoquer un théoréme supplémentaire (dit « théoréme d’Abel radial », en-
X Z nx" Z nx'=———. core plus hors-programme) pour garantir que la limite obtenue coincide avec
= n=1 (1—x) (=™

le prolongement par continuité de 7. En multipliant par —1: Z —— =1In2,

Le terme n = 0 ne contribuant pas (facteur n = 0), on peut écrire indifférem- . ) n=1 M
‘ Z Z x ce qui est exactement le résultat voulu : les deux approches (suites adjacentes,

men nx" nx" L o R .
= = (1 (1-x2" et séries entiéres) convergent vers la méme conclusion.

EXERCICE 32 (Primitive terme a terme —somme de la série harmonique alternée).

n
. L. .s X
1. Justifier que la série entiere Z — apour rayon de convergence R=1.
n=1

2. On admet que, comme pour la dérivation, I'intégration terme a terme d’'une sé-

rie entiere sur son intervalle ouvert de convergence est licite : si T'(x) = Z —
n=1
alors T'(x) = Z x"! pour x €] —1,1[. Calculer T’(x) sous forme close, et en
n=1
déduire (avec T'(0) =0) que T'(x) = —In(1 — x) pour x €] —1,1[.

n

s s (- s . . .
3. Quevaut T'(-1), c’est-a-dire Z , d’apres ce résultat? Ce point est-il cou-

n=1
vert par la théorie du cours (Définition 1)? Faire le lien avec la valeur de la
_1)n+1
somme de la série harmonique alternée Z
n=1 n

Correction :

1 a n
1. Ici a;, = —, donc nHl —1:A=1,doncR=1.

n an n+l

1
2. Pourxel-1,1[: T'(x) = Y x"'= Y x*= —— (série géométrique, valable
n=1 k=0 1-x
/ 1 d .
car |x| < 1). Comme T'(x) = —— = —— (In(1 — x)), les fonctions T et x —

—In(1 — x) ont méme dérivée sur | — 1, 1] : elles different donc d’'une constante.
Or T(0) =0 (somme vide) et —In(1 —0) = 0 : la constante est nulle, donc T'(x) =
—In(1 - x) pour tout xe] -1, 1[.

1"
3. Formellement, T(-1) = —In(1 — (-1)) = —In2, c’est-a-dire Z 1) = —In2.

n=1 n
Mais attention : x = —1 est sur le bord du disque de convergence (|x| = R = 1),

un cas que la Définition 1 ne couvre pas directement (elle ne garantit la conver-

gence que pour |x| < R) — il faudrait, pour étre rigoureux, redémontrer indé-
. s, . —_ n . . , .

pendamment que la série numérique ). % converge bien en ce point précis
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